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На основе решения кинетического уравнения Больцмана получена, 
выражение для мнимой части комплексной диэлектрической проницаемо
сти плазмы с частицами конденсированной дисперсной фазы (КДФ) с уче
том неоднородности в распределении электронов в электростатическом: 
поле частиц. Показано, что поглощение электромагнитных волн в влазме • 
с КДФ может быть обусловлено явлением резонанса, возникающим в том 
случае, когда частота движения электронов по замкнутым орбитам, до пе
ресекающим поверхность частиц, близка к частоте электромагнитной вод
ны. Сделана оценка возможности экспериментального наблюдения явле* 
ния, а также его применения для диагностики п,н*.шы с КДФ. ■,'■■;. 

1. Низкотемпературная плазма с конденсированной дисперсной фазой 
в^ настоящее время привлекает значительное внимание (см.т например, 
обзоры [1, 2J). В ряде работ исследовались особенности распространения 
электромагнитных волн малой амплитуды в плазме с КДФ. Ее комплекс
ная диэлектрическая проницаемость е(о>) необходима, в частности, при 
разработке методов ее диагностики. При этом обычно предполагается, что 
средняя кинетическая энергия электронов превышает их среднюю потен
циальную энергию в электростатическом поле заряженных частиц, суще
ствование которых учитывается как наличие дополнительных рассеиваю
щих центров (см., например, [1, 3, 4 ] ) . Такое предположение, как пра
вило, справедливо для большой части электронов. Тем не менее, отличи
тельной особенностью плазмы с КДФ является наличие областей сильной 
неоднородности в распределении концентрация электронов вблизи частиц 
[2, 5, б] . Предположение о том, что эта особенность должна влиять на 
Е((О), высказано в [7]. Этот вопрос и исследуется в данной работе. 

2. Функция распределения резонансных электронов. Рассмотрим изо
термическую нлазму - систему частиц КДФ, находящуюся в трудно иони
зующемся газе при температуре порядка 20Q0-3000K. В результате тер
моэмиссии электронов с поверхности частиц они приобретают положи
тельный заряд, и возникает система, аналогичная плазме электронов и 
положительных многозарядных ионов. 

Обычно среднее расстояние между частицами значительно превосходит 
их радиус. Если работа выхода электрона из вещества не слишком вели
ка, а радиус частиц не слишком мал (Л>0Л мкм), применима ячеечная 
модель J5, 6] , которую и будем использовать в дальнейшем. Радиус ячей-
к н / ш ' ( 3 / 4 я Л р ) , / \ где пР - концентрация частиц. Равновесный эффектив
ный заряд частицы определяется соотношением [6] 

гА=ВкТФ(ег. 

Здесь Л - радиус ^частицы; к - постоянная Больцмана; Г -темпера
тура; ф = -1п (2nnpR3) -безразмерный потенциал поверхности частицы. 
Можно считать, что все электроны, за исключением находящихся вблизи 
границы ячейки, движутся в кулоновском ноле Ze/r2 [6 ] . Равновесная 
концентрация электронов на расстоянии г от центра ячейки 

ne(r)=neoexp(Ze4rkT), 
где ne0^Znp~ концентрация электронов на границе ячейки, близкая к 
средней по ячейке концентрации. 

Можно выделить три тина электронов в зависимости от их скоростей 
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и расположения относительно частиц. Поскольку практически всегда 
Ъег\гкТ<^\ [6], траектории электронов, находящихся на расстояниях ~г 
от частицы, являются инфинитными. Для разреженной плазмы с КДФ 
обычно Д3пр~10-7-10-4. Следовательно, Ф~10 и электроны, находящиеся 
на расстояниях ~R от частицы, оказываются на дне глубоких потенци
альных ям. Их траектории финитны, причем электроны второго типа пе
ресекают поверхность частицы (т. е. поглощаются и эмиттируются ею), 
а электроны третьего типа не пересекают. Будем называть их резонанс
ными электронами. 

Частоту обращения резонансных электронов вокруг частиц ©0 можно 
оценить, приравняв кулоновскую и центробежную силы (Оо^Ф*^ 
— (ZeVm.i?3)'1. Если i?=10~4 см, то при давлении газа, не превышающем 
10 кПа, и сечении рассеяния электронов ~10~ls смг (электрон-электрон
ные столкновения при ие<1012 см-3 несущественны) резонансные элек
троны между двумя последовательными столкновениями успевают совер
шить большое число оборотов вокруг частицы. Это дает основания для 
рассмотрения резонансных явлений. 

Нетрудно показать, что время, которое электроны второго типа дрен 
водят вне частиц, т. е. обратная частота столкновений, много меньше 
1/ш*. Следовательно, они не могут участвовать в резонансных явлениях и 
в дальнейшем рассматриваться не будут. 

Будем искать вклад резонансных электронов еР(о>) в полную диэлек
трическую проницаемость плазмы е(о>). Для этого необходимо найти 
плотность тока j , индуцируемого волной, которая, если пространственная 
дисперсия несущественна', является величиной, усредненной по объему 
ячейки 

а 

где /(£, г, v) —функция распределения резонансных электронов. Очевидно, 
что в силу своего определения резонансные электроны находятся в огра
ниченной области фазового пространства, которую будем называть резо
нансной областью. Ее граница определена в Приложении 1. Именно в 
этой области Q проводится интегрирование в (1). 

Функция распределения является решением кинетического уравнения 
Больцмана 

i i + v i ^ F - ^ - S t W , • (2) 
dt дг ох 

где в данном случае 
F =_^_JL(E +JL [ v ,B ]), 

г3 me
x с ' 

Е — напряженность электрического поля волны, В — индукция магнитного 
поля, St {/} — интеграл столкновений. Для резонансных электронов 

St{/)—v(i>) ( / - / . ) . 
Здесь v(v)=vnaqt{v) —частота столкновений электрона с молекулами 

газа [8]; па — концентрация молекул; qt (v) — транспортное сечение рас
сеяния электрона на молекулах; 

/.(r.")-"-»»(^Sr)iexp[-^(f ~Т-)1 (3) 

— равновесная функция распределения Максвелла — Больцмана. Рассма
тривая плоскую монохроматическую волну и считая электрическое поле 
E^eE0emt~kti слабым, будем искать функцию распределения в виде 

/=/0+6/, о7=/„(х1+Ы^'-кг) (4)-
1 Для этого длина волны % должна значительно превышать г. Поскольку 

% I г«2яс / ы'г, при Я=10-* см, Z-103, г-2-10-»_см, Х/г<*200. 



(Xi(rt v) , x«(r. v) —вещественные функции). Линеаризуя (2), получим 
d%i r d%i 

{fa=—eEjkT). При записи (5) не учитывалась пространственпая диспер
сия (<»»jk]jv|), и введена аффективная частота столкновений v„. 

Точное решение (5) получено в Приложении 2 (формулы (П.6), 
(П.7)). Однако вычисление коэффициентов Фурье ап и Ь„ в (П.7) в об
щем случае весьма громоздко. Поэтому ограничимся приближенным ре
зультатом в случае, когда частота электромагнитной волны ш близка к а»* 

ю - » Ч 1 - в ) , * « 1 . (6) 
Условие (6) означает, что.основной вклад в еР(ш) будут давать лишь 

резонансные электроны, находящиеся вблизи частицы, па расстоянии 
г—#~Яо<Д от ее поверхности. При этом г, vL и ц мало изменяются в 
резонансной области, и потому можно ограничиться первыми неисчезаю-
щими членами в разложении всех величии но малым отношениям г'(гй и 
ч'/Чо (г '=г- / -„ г0=ц*/а, n'=^/2+u»eV'V2, (й0=а7рЛ п,,=а72цг) 

(е, v) а (a/ц) sin 6, (r cos fb+r'&b sin в2)/У2гр. (7) 

Выражение (П.4) сводится к г'— (V2r|7o><,)sin ©„т, г=У2тР cos й)0т, 
и тогда решение {П.(5) принимает вид 

Xi="fi>(att>o)'/isi" fii|V<jL>0(A\6>0cos 62+JtsVo sin 62) + 
+f(tf,v0 cos %-К*щ sin fl2))/GV2?, (8a) 

Xi=Tf« (<*<"><>) '/jw sin fl, [ш„г'(Ka sin 02—2(i)oVo cos 92) + 
+r(2(ouv0sm02+tf3cos63)]/GV2TJ\ (86)' 

где /Г,=<Й0*—o»*+v/, К2=ц>а
г+-шг+уй\ А'3=шо2—а)2-гД 

В дальнейшем будем рассматривать вклад 1 т е , ( ш ) в мнимую часть 
полной комплексной диэлектрической проницаемости, который зависит 
только от действительной части функции распределения, пропорциональ
ной 3[i. Очевидно, что основной вклад дадут только те электроны, для ко
торых |ш0—<i)|<-V[i. Условие резонанса to»vu дает возможность отбросить 
в (8а) члены, содержащие Ки так как при интегрировании в резонансной 
области их вклад несуществен. Сравнивая полученное выражение с (7), 
запишем окончательный результат в виде 

Xi-Tfi(e, v)£(a>0, ш), L{ft>0, a))=2v (a)7[(u)o2-«) !)2+4(B4 i]. (9) 

3. Мнимая часть комплексной диэлектрической проницаемости. Ис
пользуем (9) для вычисления 1т ер. В силу симметрии функции распре
деления относительно вращений в плоскости Х'ОУ (см. Приложение 2) 
от нуля отлична только составляющая тока j (1), параллельная е 

( e , j ) = = - e j j ( e , v ) / d v t f r . (Ю) 
а 

Тогда 
Гт е „ ( в ) = - { 4 я / а ^ ) В е ( е , | ) *-*•«-*». 

Подставляя в (10) /, выраженную с помощью (4) через х» и %», по
лучим 

Гтер(»)==(4яе/(й£и) )) (е, v)/.%, dvrfr. ( l i ) 
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Интегрирование в (И) следует проводить в резонансной области, оп
ределяемой условиями (П.1) и (П.З). 

Рассмотрим интеграл по скоростям / ( г ) = J (e,v)/„X^v. Вводя в цилин
дрических координатах (см. Приложение 1) переменную © . - « V r V и 
^иисьГвая (е, v)»« (<х<о0) * sin* <p sin2 В, где 6 - угол между векторами г ие, 
получим с использованием (3) и (9) 

/(г, е) = х « . Л 7 о ( ^ # - j ехР (ТАГj 7^s in e х 

Г <Ч г, , J пг^ \ ГТ ехр (_3*1W (12) 
-roftOj) 

В (12) проведено интегрирование по <р. Частоты со и со (ю ><о >0) 
соответствуют максимальному и минимальному (при фиксированном г; 
значениям ух. Величина г0(со0) определяется условием (11.^ 

го (^0)^yl^R^7lfZ'2a^^WR; vS-aWm*. 

Нетрудно показать, что при выполнении условия ( г - Д ) / # < ! , которое 
соответствует условию (В), m , r / 2 ^ « l . Это позволяет приближенно аа-
писать 

^ еХр(_„теГа/2А;7т)^^2го(а)о). 
— г , (СЙ0) 

Используя формулу 

v̂ o (co0
2~-or)4-4coV 4 4 

проинтегрируем (12) при v0<co —СО , 
/(г, 6)== 

T 'w№—д-^^/ e x pUrV r 2rv^J ; ; 
О, Г > Г с 

Параметр обрезания rc в (13) определяется условием со»сй"(Гс) (при 
о > со" интегрирование в (12) проводится на интервале, не содержащем 
точку шо=со). Максимальная частота с о ' ^ а 2 / ^ ^ ™e *>х «*« - мшш-
мальное значение ^ при г=гс. Как следует из (П3), v^u-
=>'2аЛ/гс(гс+Я) при г=0 и, следовательно, rc=(Zco /a - i / л ; -
с*Я (1+46/3). /..оч 

Взяв первые два члена разложения показателя экспоненты в {16) в 
т о ч к е r = av./ ( t t* и представив в линеаризованном виде r„W-
^У{а/Л)(46|/3-Г) (|=г/Д-1), запишем (И) в виде 

1ш. , ( в ) - ( - ^ -Д-» ,^Ф"-охр[^ (1 -в )* ]х 

о 

гае проведено интегрирование по 0, ^'^nn^lm.. Экспонента, стоящая 
под знаком интеграла п (14), существенно отличается от единицы при 



Ime 

Z-№ -

I m £ r 

W' № 
1,0 ш/2яу10"Гц 

Рис. i Рис. 2 

6>2/Ф*-1. если Ф~10. Тогда интеграл (14) вычисляется аналитически и 
окончательно получаем 

(2J 
l i n e * (о ) ' асл.-^**™-»!? (1-6),,1 • (,5) 

4 Результаты расчетов, Обсуждение. Формула (15) определяв* вклад 

Г е ^ Т - H i v где ч - (« .и . / 3*Г)<^ ( (1 ' >. vP - частота столкно-
»»1ий с частицаыи Относите дыши вклад резонансного поглощения велик 
Sn« пик™ м н е н и и газа и уменьшается цри высоких давлениях 
? Й Л Ш ь т и м * ы Г давление газа р, up» котором возможно наблюде-
Й Г Й с с м а ^ ы о ™ эффекта, можно определить• » « " f » ^ ^ 
l i m e , На рис. 1 представлены результаты расчета р для различных ре 
ГНУТОВ частиц н «ношений Д/г. Расчеты проводились для воздуха и для 
^ и Г Г а ч е н и й Г а р и которых отношение Ime,/Ime, максимально. Из-
вис 1 с л е д у е м о область, в которой существенно резонансное поглощен 
ние, V S S S S для w n i i различных радиусов ниже соответствующих 
К Р И £ и давление газа мило (v*vP), резонансное поглощение должно-
проявляться осойепно отчетливо. Величина v, определяется выражен» 

A«lnl8in(W2)/»in(W2)3. rtg(*to-(8/»)(l+»/")*i 
clg 0Ы2)-Зги/ЯФ. 

Радиус экранировки пол» частицы rD в ячеечной модели естественно-
онрГделить каРк расстояние, на котором потенциал : ,><г' « ^ J J J '[* 
раз по сравнению с Ze/r. Беря выражение для q>(r) иа [SU ™**™*г*% 
~ 0 452г На рис. 2 показаны частотные зависимости l m e ( « J - I B B » t 
;i°m4e и 1шсР/1ше, (при ,<100 Па и 9*Ыг~ ш?Ч**£Анализ g 
пущений, сделанных при вычислении интегралов а п. 3 швааыюет что 
точность (15) является удовлетворительной при «<0,5, т. е. во всем ин 
ТАПЯЯЛР частот, показанном на рис. 2. 

Р И рис 2 видно, что 1ш еР может на порядок величины превосходить-
I m e , причем резонансное поглощение существенно в интервале частот 
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OT M =£©72 до о»=й)\ При са>а>* оно отсутствует, поскольку ш' является 
максимальной частотой орбитального вращения электронов. Отмеченная 
особенность, по-видимому, может быть использована для диагностики 
плазмы с КДФ путем измерения а>*. -

Кривая поглощения на рис. 2 не содержит резонансного пика, Харак
терного, например, для циклотронного резонанса. Это объясняется тем, 
что собственные частоты различных электронов са. находятся в широком 
интервале частот Лы«,~оЛ а резонансное поглощение при луСш' опреде
ляется только той частью электронов, для которой выполняется условие 
резонанса |to—Wol^o. Л 

Изложенная теория не учитывает искажения поля волны вблизи по
верхности частиц и потому применима только для диэлектрических частиц. 
Вблизи поверхности металлических частиц поле волны экранируется 
[9]. Однако поскольку экранировка происходит в тонком слое ^0,25л, 
картина явления качественно не изменяется. Кроме того, поглощение в 
веществе металлических частиц дает вклад в Ime(<o) порядка -пРН ц!а 
(о-электропроводность). При ш~(о'~а этот вклад может быть значи
тельным. -

Эффект резонансного поглощения, по-видимому, можно наблюдать в 
том случае если радиусы частиц не слишком малы и не слишком велики 
(0,1 мкм<Я<10 мкм). При Д « Ц мкм потенциал Ф снижается [6J и 
исчезает неоднородность в распределении электронов. При Д>10 мкм 
становится очень малым показатель поглощения волны ки=-ад (1— 
- 6 ) I m е,/с. Так, при if=10"a см, Я/г-ОД х<Г*^10 м. 

В данной работе рассматривалась монодисперснан система частиц И.ДФ. 
Если она является полидисперсной, то при вычислении тока необходимо 
проводить усреднение по размерам частиц. В силу отмеченного выше 
большого «разброса» собственных частот электронов резонансное погло
щение может быть существенным и в полидисперсной системе, если ши
рина функции распределения по размерам не превосходит до порядку 
величины R. „ ,_ _ „ 

Автор выражает благодарность И- Т. Якубову за поддержку и внима
ние к работе. 

> Приложение 1 
Резонансная область. Определим область в фазовом пространстве, в которой 

находятся резонансные электроны (резонансную область). Пренебрегая столкнове
ниями, рассмотрим движение электронов в кулоновском поле частицы. Первое 
условие, определяющее резонансную область, есть условие финитности траектории, 
т е отрицательности полной анергии электронов. В цилиндрической системе коор
динат, ось z которой направлена вдоль радиус-вектора электрона г, условие фи
нитности имеет вид v±*+r*-?<b Ш) 
г д е if—(г, у)/г-г-координата скорости электрона v (продольная скорость); v±** 
_ у JT^T_! поперечная скорость; р г=2а/г; a=Ze*I т.. Резонансная область, сле
довательно, должна находиться внутри круга радиуса р в плоскости г, v± (рис. 6). 

Второе условие есть требовании того, чтобы траектория электрона не пере
секала поверхность частицы. Для получения этою условия сначала найдем связь 
между г и и, в том случае, когда за дане» минимальное расстояние До, вв которое 
электрон приближаете.! к частице при движении по орбите. Записывая законы со
хранения энергии я момента импульса 

Vx* I 2+r2 I 2 - а / г=У#г / 2 - а / й0; vxr^vtRa, 
где со - скорость электрона па расстоянии /?«, получим 

Здесь a0
i=2aHJr(r+R0), о0*-2в(г-Дв) / rR*. р.™—....*-

Уравнение (П.2) определяет гиперболу в плоскости г, v± {рис. 3). Резонансная 
область должна содержать только такие точки, в которых й 0>«. При Я, И 
минимален угол наклона асимптот гиперболы <р0, tg фо—а<,1»««««/ {г-п<, ) , 
ГтакТко параметр „„. При возрастании Я. от Я до г Ф„ и «о увеличиваются. Поэтому 
в резонансной области 

9±*1а*>1+г*}Ъ*; оа-2аЯ/г{г+Я), Ба~2а<г-Я) / rR. (П.З) 

Объединяя условия (П.1) и (П.З), получим область, заштрихованную на рис. 3. 



Ее вид в плоскости г, vx определяется расстоянием г. При r+R резонансная область 
вырождается в отрезок, заключенный между 1>х=(ос/Д) /] и vj.= (2«/K)" . Из этого 
следует что вблизи поверхности частицы резонансные электроны имеют скорости, 
составляющие угол, блиакий к л / 2 с нормалью к поверхности частицы, а ах кине
тическая энергия не может быть меньше m,Uj / /2*т,а 12Я—ТФ / 2 » 2 , по
скольку Ф>1. Таким образом, условия (П.1) и (П.З) накладывают довольно жест
кие ограничения на скорости резонансных электронов. 

Приложение 2 

Общее решение д ни еар изо ванного кинетического уравнения. Система уравне
ний (5) может быть решена точно ври выборе подходящей замены переменных. 
Заметим, что xi и %г являются функциями векторов г и v, т. е. шести переменных, 
из которых в силу симметрии решения (5) относительно вращений вокруг вектора е 
только пять независимы. Поэтому в качестве пяти новых независимых перемен-
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Рис. 3. Резонапсная область в цнч 
лнндрнческих координатах 

Рис. 4 Расположение векторов в 
плоскости Х'ОУ 
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Рис. 3 Рис. 4 
ных можно выбрать величины r = | r | ; n, = t> B /2-a / r ; и=Цг , v ] | ; 8j - угол 
между векторами [г, v] н с; 9а — угол между проекцией е. на плоскость, 
перпендикулярную (г, v], и вектором Рунге - Ленца А=г /г+[ [г , v], v]/ct. Вели
чины т], [Л, В| и Ов могут быть выражены через полную энергию электрона, а также 
через компоненты векторов момента импульса и вектора А, которые сохраняются 
при движении в куложжском поло. Поэтому в уравнениях (5) должна присутство
вать только производная ПО '', о члены с производными по TJ, Ц-, 6i и 6г взаимно 
уничтожаются. Производи замену неременных и учитывая, что г*=2г\-ц1 / r*+2a j г, 
запишем 

Hi л 
v — — а ■ 

дх 

Нлл 
dr Г г» г 

где х< " '/л зависят от t], ц, ()i и 0 ; лишь параметрически. 
Для. решения (5) необходимо записать в новых переменных (е, v). Поскольку 

вектор [г, v] перпендикулярен вектору А, можно выбрать такую систему коорди
нат X'Y'Z', в которой векчор [г, v] направлен вдоль оси Z', а вектор А —вдоль 
оси X' (рис. 4). Обозначим углы между v и А через р\ а между г и А —через "f, о' — 
составляющая вектора е в плоскости Х'ОУ'. Очевидно, что (е, v) — (e', v ) s in6 i = 
—sin 9i(yi cos 8a+£iSin 6i), где fli=cos(i, £i=sinp\ Далее воспользуемся тем, что 
в выбранной системе координат вектор А имеет компоненты A={jAj , 0). С другой 
стороны, по определению 

А=(сой Tf— (u."/a) sin p\ sinf + ̂ y /a) cosfi}. 
Учитывая, что rc=(r, \)szrvcos (Р-4), получаем систему двух алгебраических 

уравнений относительно #i и gz, решение которой имеет вид 

*,—г/иУ1+2|Л]/а*. g2=n(l / rv-v I a)1l+2\>,2t\/ а?, 
i ; 2 =2(r |+a/ r ) . ' 
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Введем вместо г новую переменную 

Тогда (5) можно записать и виде » 

Поскольку B p » « J J * . ^ ^ ^ ^ ^ " I S N ^ ^ ^ ^ ^ 
решение, обращающееся в нуль при ia и, ««л* 

« 

Подставляя (П-в) в (П.5) . приравнивая « j W ^ S » " °Р* соответствующих 
плечах разложения Фурье в левой и правой частях, получим 

Cn
t , )-G-1[^v,,{v/+u> i + »iW)+bn7iCl„(W

1-/»Ia>oi-v0
i)l, 

C „ W - C- t[*»«("'«« ,-** ,-'»» ,)+ 2b,iww*v*]. 

H/ttt 

(M_i% J(„,v, ( - " " ) * 
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